Suchen und Sortieren

In diesem Kapitel behandeln wir Algorithmen zum Suchen und Sortieren
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1. Grundlagen

Um Algorithmen zu analysieren, braucht man Kriterien, mit denen man eine Bewertung
vornehmen kann. Hier sollen nicht Lesbarkeit oder Glte der Strukturierung verwendet wer-
den; hier ist Laufzeit und Speicherbedarf von Interesse.

Als Grundlage wird eine Anweisung genommen. Dabei werden eine Zuweisung, ein Ver-
gleich und ein Funktionsaufruf jeweils als 1 gewertet. Dann werden die Einzelschritte gezahlt
und man hat ein MaB fur den Algorithmus.

Damit ist die Bewertung unabhangig von der Ausfiihrungsumgebung und der Glte des
Compilers.

Zum Zahlen der Anweisungen verwenden wir Annaherungen, um von Details abstrahieren
zu kénnen, uns interessieren nur GroBenordnungen. Betrachten wir dazu 3 C++ Fragmente:
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X = x + 1; for (int 1=1; i<=n; i++) { |for (int i=1; i<=n,; i++) {
X = x + 1; for (int j=1; j<=n; J++) {
} X =x + 1;
}
}
(a) (b) (c)

Die Laufzeit dieser Fragmente ist:
(a) die Zuweisung wird als 1 gezahlt
(b) die Zuweisung wird n mal ausgeflihrt, also ist die Rechenzeit n
(c) durch die verschachtelten for Schleifen ergibt sich als Rechenzeit n*n=n?

Da wir nur an GroBenordnungen interessiert sind, gilt es bei der Analyse die Anweisungen
zu betrachten, die den groBten Beitrag zur Rechenzeit beitragen und alles andere wegzu-
lassen. Deshalb wird bei der Rechenzeit oben das Inkrementieren von i und j nicht gezahit.

Die Ermittlung der Laufzeit fur (c) zeigt, dass man von der exakten Anzahl abweicht:
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Um dies zum Ausdruck zu bringen, verwendet man die O-Notation, (c) hat die Laufzeit
O(n?), wobei das O oft weggelassen wird.

Man kann das aber mathematisch exakt definieren (-> Analysis)

Definition (O Notation)
O(f(n))={g:N—=NIl3n,>0Ac>0,s0dass Vn=n,:g(n)<c* f(n)}

Naturlich sprachig:

O(f(n)) ist die Menge aller der Funktionen g(n), fiir die es zwei Konstanten ny und c gibt,
so dass fur alle n = ng gilt: 'g(n) = c*f(n)’

Interpretation:

Die O-Notation eine obere Schranke zur Laufzeit eines Algorithmus, die selbst im un-
glunstigsten Fall nicht Gberschritten wird.

Anders ausgedrickt: g(n) wachst hochstens so schnell wie f(n).
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Veranschaulichung:

3

]

\
.I

1 g(n) wachst héchstens so schnell wie f(n).

Fir O(1), O(n), O(n?), O(2") sagt man jeweils konstante, lineare, quadratische und ex-
ponentielle Laufzeit.
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2. Sortieren

Im Bereich Informatik ist das Sortieren sehr frih ausfihrlich behandelt worden, denn es ist in
fast allen Anwendungsbereichen von Bedeutung (Datenbanken, Compiler, Betriebssysteme,

).

Hier werden Sortierverfahren vorgestellt und dabei gezeigt, dass die Laufzeit von Program-
men im Wesentlichen von der Wahl eines guten Algorithmus abhangt.

Sortieren ist ein Prozess, der eine Gruppe von ahnlichen Informationen in auf- oder abstei-
gender Folge anordnet.

Definition (Sortieren)

Sei £ = (R, R,,...,R) eine Folge von Rekords.

Jedem Rekord Z; sei ein Schliissel A, zugeordnet.

Sei weiterhin < eine Ordungsrelation auf der Schliisselmenge & so dass gilt:
Vy,yE K : x=yoderx< yodery<..

Die Relation < sei transitiv, d.h. V.x, y,z € K : ¥ < y und y < z impliziert x < z.

Eine Sortierung von A ist eine Permutation o fiir die gilt:

Ko(z’) SKG(1’+1) firls/<n»n-1.
Die Sortierfolge ist dann (1?0(1),1?0(2),.../?0(”)).

Programmieren I: SucheSortieren.doc Prof. Dr. Alois Schiitte 6/31



Beispiel:

2 —* 2
~ 3
5 4
3 6
4 7
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Wenn die Menge R mehrere Elemente enthalt, die den gleichen Schllissel haben, so ist die Sor-
tierung (Permutation) nicht eindeutig bestimmbar.

|| P,P||W[W

\
/\
\

N

N
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Man kann eine Permutation auszeichnen, die die Eigenschaft hat, dass sie eine Sortierreihen-
folge erzeugt, die bei Schlisseln die Ursprungsreihenfolge dieser Rekords erhailt.

Definition (Stabile Sortierung):
Sei £ =(A,4,,...,R,) eine Folge von Rekords.
Jedem Rekord £, sei ein Schliissel X', zugeordnet.

Se1 weiterhin o eine Sortierung von A fiir die gilt:

(1) Ka(;‘) SKO(1'+1) firls/=#-1.
(i) Wenn 7 < / und &, = &, dann ist £, ;) < R

Diese Permutation nennen wir stabil.
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Beispiel:

3

3
3

3
4

4 |

" 6

6
() 7

7

K 0))

Im Folgenden werden nicht Rekords, sondern lediglich die Schliissel betrachtet.
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Man kann drei grundlegende Arten des Sortierens von Arrays unterscheiden (Beispiel Karten-
spiel)

= Vertauschen
Die Karten eines Kartenspiels werden auf den Tisch gelegt.
Es werden solange Paare von Karten vertauscht, bis die richtige Reihenfolge hergestellt
ist.

= Selektion
Die Karten eines Kartenspiels werden auf den Tisch gelegt.
Man nimmt die Karte mit dem kleinsten Wert auf die Hand. Dann nimmt man die nachste
Karte mit dem kleinsten Wert vom Tisch und steckt sie hinter die letzte Karte auf der
Hand.
Dies wird solange wiederholt, bis keine Karte mehr auf dem Tisch liegt.

= Einfligen
Man halt die Karten in der Hand und nimmt eine nach der anderen. Jedes Mal legt man
eine Karte auf einen Stapel auf dem Tisch, wobei die Karte an die richtige Position ge-
steckt wird.
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Sortierverfahren sind nach folgenden Kriterien zu bewerten:
= Wie schnell kann der Algorithmus in durchschnittlichen Fallen sortieren?
= Wie schnell ist er im besten und im schlechtesten Fall?
» Ist das Verfahren stabil?

= Arbeiter das Verfahren natirlich oder unnatiirlich (nattrlich: wenn flr eine bereits sor-
tierte Liste am wenigsten Zeit verbraucht wird).
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1.1.Vertauschen
Ein Vertreter der Vertauschverfahren ist Bubblesort (vgl. Kapitel Programmstrukturierung).

Die Idee ist, wiederholt benachbarte Elemente zu vertauschen (falls erforderlich) bis alle Ele-
mente sortiert sind; verglichen wird immer ,linker Nachbar" > ,aktuelles Element".

Ausgangssituation 12 3 2 6

1. Lauf: 1: Schritt 12 3 2 6

2. Schritt 12 2 3 6

3. Schritt 2 12 3 6
2. Lauf: 1. Schritt 2 12 3 6
2. Schritt 2 12 3 6
3. Schritt 2 3 12 6
3. Lauf: 1. Schritt 2 3 6 12
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$ cat bubbleSort.cpp

#include <iostream.h>

#include <string>

void bubbleSort(string &daten) {
int zaehler;

zaehler = daten.length();

for (int lauf=1; lauf <zaehler; lauf++) { // Ldaufe
for (int element=zaehler-1; element>=lauf; element--) { //einlLauf
if (daten[element-1] > daten[element]) { // vertauschen
char tmp = daten[element-1];
daten[element-1] = daten[element];

daten[element] = tmp;

}

Wie betrachten hier (und in den folgenden Verfahren auch) nur die Anzahl der Vergleiche
als MaB flr die ,Schnelligkeit”. Eine vollstandige Analyse miusste zusatzlich die Anzahl der
Vertauschungen betrachten.

Laufzeit durchschnittlich AuBere Schleife n-1 mal, in- | Zahl der Vergleiche stets die glei-

Laufzeit schlechtesten Fall | nere Schleife n/2 mal: che, da zwei feste for-schleifen

Laufzeit im besten Fall (”_1)*”/2=%(”2_”)

Programmieren I: SucheSortieren.doc Prof. Dr. Alois Schiitte 14/31



stabil

?

naturlich

+7?

Dieses GUiadratiSche Laufzeit-Verhalten ist sehr schlecht. Bei einer GroBe von mehreren Tau-

send Elementen ist auch ein schneller Rechner zu langsam.

Beispiel: Laufzeitkurven fir y=x?, y=x? und y=x

Laufzeit

3000

2500 -

2000 -

1500

1000

500

0 TTrT

Laufzeitkurven

1

6 11 16 21 26 31 36 41 46 51

Anzahl Elemente

Wie lange braucht ein Rechner, der fiir eine Vergleichsoperation etwa 10~ Sekunden braucht,

fir eine Array mit 10.000.000 Telefonnummern und quadratischer Laufzeit?
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1.2.Selektion

Ein Selektionssort wahlt das Element mit dem niedrigsten Wert aus und vertauscht es mit dem
ersten Element. Von den verbleibenden n-1 Elementen wird dann das kleinste genommen und

mit dem zweiten Element vertauscht. Dies wird solange wiederholt, bis zu den letzten zwei
Elementen.

Beispiel (aufsteigend Sortieren):

Ausgangssituation b d a C
<
1. Durchgang a d b C
2. Durchgang a b d C
Sy
3. Durchgang a b C d

Damit ist das Programm einfach zu programmieren:
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$ cat selectionSort.cpp

#include <iostream.h>

#include <string>

void selectionSort(string &daten) {
int zaehler;

zaehler = daten.length();

for (int a=0; a <zaehler-1; a++) {
int c=a; // index kleistes Element
char min = daten[a]; // kleinstes Element

for (int b=a+l; b<zaehler; b++) { // suche kleinstes Element
if (daten[b] < min) {

c = by
min = daten|[b];
}
}
daten[c] = daten[al]; // vertausche aktuelles Element mit kleinstem Element
daten[a] = min;

Laufzeit durchschnittlich

Laufzeit schlechtesten Fall

Laufzeit im besten Fall

AuBere Schleife n-1 mal, in-
nere Schleife n/2 mal:

Zahl der Vergleiche stets die glei-
che, da zwei feste for-schleifen

Programmieren I: SucheSortieren.doc

Prof. Dr. Alois Schiitte

17/31




(/7—1)*/7/2=%(/¢2—/z)

stabil

?

naturlich

-7

Also immer noch ein Algorithmus mit quadratischer Laufzeit!
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1.3.Einfligen

Der letzte einfache Sortieralgorithmus ist EinflUgesort. Zuerst werden die beiden ersten Ele-
mente des Array sortiert. Dann setzt das Verfahren das dritte Element in Bezug auf die ersten
beiden Elemente sortierte Position. Danach wird das vierte Element an die richtige Stelle in der
Liste der ersten drei eingefligt. Diese Prozedur wird solange wiederholt, bis alle Elemente sor-
tiert sind.

Beispiel (aufsteigend Sortieren):

Ausgangssituation d C a b
1. Durchgang c | dfpal]6b ﬁinfﬂgen an
4 - richtiger Stelle
2. Durchgang - - d b
A !
3. Durchgang 2 5 - g

Damit ist das Programm einfach zu programmieren:
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$ cat insertionSort.cpp

#include <iostream.h>

#include <string>

void insertionSort(string &daten) {
int zaehler;

zaehler = daten.length();
// Ldufe

for (int a=1l; a <zaehler;
char tmp=daten[al;

int b = a-1;

while (b>=0 && tmp<daten[b]) { // einfiigen an richtiger Stelle
daten[b+1] = daten|[b];
b=--;

a++) {

}
daten[b+1] = tmp;,

}

Anders als bei den vorherigen Verfahren muss hier unterschieden werden, ob die Liste bereits
sortiert ist oder nicht; im Programm sind keine zwei feste for-Schleifen.

Laufzeit im besten Fall

AuBere Schleife n-1 mal,
while bricht sofort beim 1. mal ab: n

Die Liste ist bereits
sortiert

Laufzeit schlechtesten
Fall

AuBere Schleife n-1 mal,
while bricht erst am Ende ab, also beim 1.
Durchlauf sind n Vergleiche notwendig, beim 2.

Die Liste ist umge-
kehrt sortiert
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Durchlauf n-1 , ... beim letzten Durchlauf 1:

(1) (r-2) b1 = fﬁ@%(%w)

/=1

Laufzeit durchschnittlich

AuBere Schleife n-1 mal,
while bricht in der , Mitte"™ ab:

7 *
> l'/2=w=i(ﬂ2+ﬂ)
7=1

stabil +

naturlich +

Also immer noch ein Algorithmus mit quadratischer Laufzeit!
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1.4.Quicksort

Die bisher betrachteten Sortierverfahren hatten alle den Nachteil, dass sie quadratische Lauf-
zeit hatten. Dies ist flr praktische Anwendungen nicht akzeptable, wenn gréBere Datenmen-
gen zu bearbeiten sind.

Der zur Zeit ,schnellste™ Algorithmus wurde von C.A.R. Hoare erfunden und Quicksort ge-
nannt.

Er basiert auf der Vertauschmethode (wie Bubblesort). Die Grundidee ist das Einteilen in
Klassen:

Man wahlt zunachst einen Vergleichswert aus und teilt dann das Array in zwei Klassen,
von denen eine die Elemente enthalt, die gréBer oder gleich als der Vergleichswert sind,
die andere Klasse enthalt die Elemente, die kleiner sind. Dann wird das Verfahren auf jede
der beiden Klassen angewendet bis das gesamte Feld sortiert ist.
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Beispiel:

Ausgangssituation f e d a C b
wahle Vergleichwert < & \\\zji

bilde Klassen a C b f e d
wahle Vergleichwert C \‘ e \‘
bilde Klassen a b C d f e
wahle Vergleichwert f

bilde Klassen

Aus dem o.a. Beispiel sieht man, dass man zuerst ein Vergleichswert wahlt, dann die Eintei-
lung in Klassen vornimmt und dann das gleiche Verfahren auf die Klassen anwendet, also ein
rekursiv definiertes Verfahren.
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Die Wahl des Vergleichselementes ist beliebig: man kann zufallig einen Wert innerhalb der
Klasse auswahlen, das linke, das rechte Element nehmen. In der Praxis hat es sich bewahrt,

einfach das mittlere Element zu nehmen.

Im Programm werden zwei Indexe (i,j) verwendet, um die Klassen zu bestimmen, wobei i fur
die Ermittlung der ,kleinen Klasse"™ und j zur Ermittlung der ,groBen Klasse™ zustandig ist:

i — —— j

soll kleine Klasse
werdeen soll Klasse
werden

Dabei wird immer das Elementan Position i mit dem an Position j vertauscht

bis die Klassen gebildet sind:

C b a d f X

Programm:
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$ cat quickSort.cpp

void gs( string &daten, int links, int rechts) {
int i,73;
char x,y;

1=links; j=rechts;
x = daten[(links+rechts)/21; // mittleres Element

do {
while (daten[i]<x && i<rechts) i++; // such Element fiir "grofe Klasse"
while (x<daten[j] && j>links) j--; // such Element fiir "kleine Klasse"

if (i<=73) { // vertausche Elemente
y = daten[i];
daten[1] = daten[]];
daten[]] = vy,

i++; J--;
}
} while (i<=j);
if (links<j) gs(daten, links, J); // Aufruf fir "kleine Klasse"
if (i<rechts) gs(daten, i, rechts); // Aufruf fir "grofe Klasse"

}

Die Arbeitsweise kann man sich verdeutlichen, in dem man die Zwischenschritte ausgibt:
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$ QuickSortMitAusgabe

Zelchenkette: 8274360567 ﬁ“‘%ﬂe*ﬁﬂ“fm““
include =string=
SEE I_l [3] '
27436 567 1:0 J:6 void gqs{ string &daten, int links, int rechts) {
, : int i,3;
| 567 1:2 j:4 char x,y;

102 68567 1:3 J:2

i=links; j=rechts;

QS: 02314768567 [2] X =t|:latelr:|[[:lélilr:|k5+recht5]IE]; // mittleres Element
. cout == :
102314768567 1:1 J :1 < daten.substr{@, links) == " |"
0S: 02314768567 [8] = :aEen.suEsErElinhi,rﬁ:hts—linkﬁl] <a N
@ aten.substri{rechts+
023|4768567| 1:6 j:9 e Y e w o=a )Y a= endl;
. do {
02314767568] 1:9 J: 8 thlle (daten[i]=x && i=rechts) i++; // such Element f,r “"grofle Klasse"
QS: 02314767568 [6] while {xddaten[]] && j=links) j-—; // such Element f. r “kleine Klasse"
. cout == "
023|476756|8 l 4 j :8 o daten.s-ubstr{ﬂ.llnks-] o II|II
02314667578 1i:5 ] + 77 wa gaten.sugstrglinﬁ,r?]:hts—'l.inl-c5+1] = M
e aten.substri{rechts+
023|465767|8 l 6 j:5 e " 1" e ] e M 1Y e= j = endl;
0S: 023]|465|7678 [6] ify{i{:iieg[i]- Ff wertausche Elemente
023]1465|7678 i:4 j:5 daten[i] =a;tenm;
0S: 023145|67678 [4] frienil =i
023145]67678 1:3 §:3 Ch o ey,
0S: 023456|767|8 [6] RERE
. if {links<j) gs{daten, links,j); Jf dufruf f.r "kleine Klasse"
0S 8;?3?22}733 :2 l[7§3 ] 2 if {i=rechts) gs{daten, i, rechts); FF Bufruf f,r "grofle Klasse"
: 1
02345667718 1:7 J:8
sortiert: 0234566778

Verdeutlichen Sie sich die Arbeitsweise an der o.a. Ausgabe.
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Laufzeit im besten Fall | O(n) Wenn jedes Mal Klassen entstehen, die gleich

grofB3 sind
Laufzeit schlechtesten |O(n?) Der Vergleichswert in jeder Klasse ist der je-
Fall weils groBte Wert
Laufzeit durchschnitt- | O(#*log, #)
lich
stabil +
natdrlich +
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3. Suchen

Suchen bedeutet, einen Schlissen zu finden, damit der korrespondierende Rekord gelesen
werden kann.

1.5.Sequentielle Suche

Die sequentielle Suche startet in einem Array mit der Uberpriifung des ersten Elementes; ist
der Wert mit dem Suchschlissel identisch, hat man erfolg, ansonsten wird das nachste Ele-
ment verglichen.

$ cat segSearch.cpp

#include <iostream.h>

#include <string>

int segSearch(string str, char key) {
int t;
int len = str.length();
for (t=0,; t<len; t++)

if (key==str[t]) return t; //gefunden

return (-1); // nicht gefunden
}
Laufzeit im besten Fall 1=0(1) Das erste Element ist der Schlissel
Laufzeit schlechtesten Fall |n=0(n) Das letzte Element ist der Schllssel
Laufzeit durchschnittlich 1/2n=0(n)
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1.6.Binare Suche

Liegen die Daten bereits sortiert vor, kann man schneller Suchen. Das Prinzip ist ,Teile und
Herrsche". Zunachst wird das mittlere Element untersucht, ist es der Suchschlissel ist man
fertig. Ist der Suchschlissel kleiner als das mittlere Element, wird der linken Halfte des Arrays
mittels des gleichen Verfahrens bearbeitet, ansonsten der rechte Teil.

Beispiel:
Ausgangssituation - 2 = g < z Suchschlussel <
Suche rechts a b C d e X
Suche links a b C d e X

Bei jedem Durchlauf wird der Suchstring halbiert, dadurch vermindert sich die Laufzeit.
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$ cat binSearch.cpp

int binSearch(string str, char key) {
int low, high, mid;
low = 0; high = str.length();

while (low <= high) {
mid = (low+high)/2;
if (key < str[mid]) high = mid-1;
else if (key > str[mid]) low = mid+1;

else return mid; // gefunden
}
return (-1); // nicht gefunden
}
Laufzeit im besten Fall 1=0(1) Das mittlere Element ist der Schlissel

Laufzeit schlechtesten Fall | O(log, #)

Laufzeit durchschnittlich O(log, )
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Hbérsaallibung

Binare Suche als rekursives Programm.
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